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1. CENNO INTRODUTTIVO, NOTAZIONI 


Sia t + W(t) una funzione C°, periodica di periodo T, a va- 
lori reali. Sia è = (100) R3 versore unitario, e x + V(x) una fun- 
zione da R3 in R. In questo seminario considereremo, per scelte specia 
li di W(t) che sono però le più significative dal punto di vista fisico, 


l'equazione di Schròdinger non autonoma 


NE) 
ta (xt) 


(11) (iP - È (EYE w0t) + V(LV(4) = 
che descrive il moto di una particella di massa Le carica 1 che si muo 
ve in un campo di forze di potenziale V(x) sotto l'azione ulteriore di 
un campo elettrico esterno spazialmente omogeneo ma periodico nel tempo 
con frequenza T Si, diretto lungo è e di intensità do, Per la motiva- 
zione fisica dei risultati riportati in seguito rinvio ad esempio ai la- 
vori di Yajima [1] e di Graffi-Grecchi- -Silverstone [2] oltre che alla bi 
bliografia ivi contenuta. A questo scopo sono utili anche le monografie 
di Merzbacher [ 3] e di Bethe [4]. 


Le notazioni sono le seguenti: H = LR) L “a, 5, è lo spa 
zio di Hilbert ile funzioni periodiche di periodo La 3 DL il toro 
e) 
R/(2n/w); K =L@L ‘a, ), 8° = 4°(83). AI solito, DIA), RIA), W(A), |--IL, 


indicano dominio, a range numerico, norma de] grafico di un ope- 
ratore lineare A in uno spazio di Hilbert X. Indicherò poi, dato a > 0, 
con L la striscia complessa {z:z e f: (Imz) < a }, e con è, — 
5 : + Ge 
= iz: ze È, i Imz<0}. 

L'unica ipotesi fondamentale sul potenziale x + V(x) è che 


esso sia analitico per dilatazione, e cioè: 


IV-4. 


A.1. V(x) e Ca Vaste C, è la classe (di Combes) dei 


x 
4 
potenziali analitici per dat per limo] ; a, cioè di tutte le fun 
zioni x + V(x) tali che la funzione (x, 0) > V(ef x), considerata come 

operatore massimo di moltiplicazione, rappresenta una famiglia cele” 
di tipo A nel senso di Kato [5 , Cap. VIII] di operatori compatti da H° 


in H per 8 € DIE 


Osservazione. Il potenziale Coulombiano x + - ta”! = V(x) 


è inc, Ya? 0: infatti V(el x) = ia. 


2. L'OPERATORE DI FLOQUET. QUESTIONI ESISTENZIALI 


11 ben noto formalismo di Floquet riporta l'equazione non au 
tonoma (1.1) ad una autonoma. Formalmente, infatti, la (1.1) è risolta da 
y(*.t) = ge d(*.t) , d(-.t) e tra H°), per esempio, se e solo se A 


è autovalore dell'operatore 


(2.1) k= (id - cea v ei 
corrispondente all'autovettore d(*.t), dove K agisce sullo spazio K = 
= H® 1° ). K si dice Hamiltoniana di Floquet o, con abuso di linguag- 

gio, operatore di Floquet. Poiché questo formulismo verrà usato pesante- 
mente in quel che segue, è utile descriverne la costruzione, il cui pri 
mo elemento è rappresentato da un teorema di esistenza e unicità per la 
equazione di Schròdinger (1.1). A sua volta questo risultato segue da 
un teorema astratto di Kato, che per i nostri scopi è sufficiente ripor 
tare (senza dimostrazione )né]ll'enunciato che ne danno Reed e Simon ([6], 


Teorema X.70). 


IV-5. 


2.1. Teorema. (Kato). Sia X un Banach e ICR, un intervallo 
aperto. Sia t + A(t}) € L (X) generatore di un semigruppo di contrazione 
Vt € I, e inoltre: 
1)t+A(t) D dominio costante D vteI (e pertanto 

A(t) AC)! B(X) w(t,s) € I). 
2) Sia C(t,s) = ic - I. Allora (t,5) + (t-s)"! c(t,s)u è unifor 


memente fortemente continua e uniformemente limitata in (St), st, 


v(s,t)€1,, vu € X, I,CI intervallo compatto. 
3) lim (t-s)"! C(t,s) u = C(t)u esiste vue X, uniformemente rispetto a 
sit 


te I,; t + C(t)e B(X) ed è fortemente continua in t vite I,. Allo- 
ra esiste (t,5) + U(t,s) € B(y) , (t:s) e I, (detto Rai tale 


che 


IA 
Ca 


(a) U(r.s) u(sst)=u (rt) , rss 
(b) U(t,t)=1I 

(c) U(t,s) è uniformemente fortemente continuo v(t,s) € I 
(d) ye DDp (t) = U(t,s) ye DO vytele 


1 


(2.2) dr AC) = A) A (0), 4,05) — 
con lp_(t)ls Iwll, vt>s 
(e) Se X è un Hilbert, e A = A*, {U(t,s) : (t,s)e R} è unitario. 


Osservazione. L'ipotesi che t + A(t) generi un semigruppo 
di contrazione può essere banalmente indebolita a che t + A(t) generi un 
semigruppo 6, unif.su t; basta infatti aggiungere una costante indipenden 
te da t. 


Vogliamo ora verificare che Ja (1.1) rientra nelle ipote- 


si di 2.1. A questo scopo assumiamo fin d'ora: 


IV-6. 


(2.3) ef = Estr at, ESiabl, 
U) 


indichiamo con H(F,6,t) la famiglia di operatori in H definita dall'a- 
i : + 2 POE O 
zione di (-i e v + è i sin ut)? + v(ef x) su D(H(F,0,t))= H° , e di- 


mostriamo il seguente 


2.2. Lemma. Siano 0e è. , a<1, teT_, Fed. Allora: 
___—_ a 4 I) 
1) La famiglia di operatori (F,0,t) > H(F,0,t) è per ogni fissato t una 
famiglia olomorfa e autoaggiunta di tipo A in (F,0)e dx È Se 
ee R: 


-1 


(2.4) H(F,0,t) = S(0) H(F,t) S(6)  , H(F,t) = H(F,0,t) 


8 e39/2 ; 


dove(S(0)f)(x) = f(e' x) . fe H. 


2) 30 <M< tale che + i H(F,0,t) + M è massimo accretivo, e la fun 
zione (F,0,t) + (+ iH(F,0,t) gle B(H) è differenziabile in 
(F,o,t)e dx do x T, se Re z>M. 


3) v(F,9,t) € DI x dî, TL, +iH(F,0,t) genera un semigruppo di classe 


tioH(F,0,t) 


Co (notazione di Yosida [7]) e in H, 


llexp (£ioH(F,0,t)|] £ eli. se ge È , exp(tioH(F,0,t)) è un semi- 
gruppo olomorfo di classe H(2 Im8 - $ %) (notazione di Kato, Cap. 
9) 8 > 0 e per un qualche y; > 0. 
(4) La funzione (0,F,6,t) > exp(+i0H(F,0,t)) € B(H) è fortemente conti- 
nua in (0,F,8,t) e R, U{0} x R x È, x T,» ed è analitica in 09€ è, 
24 
Per de R, 0 E Ci: 


zioH(F,6,t) et ioH(F30,9,t) 


(2.5) S(6] e sta”! = 


È ; È a; 
Dimostrazione. vue H si ha: 


- 2 
H(*)u = -e Au + 2 ie è W(t) du + U(t)u + v(el x) 
Ora la moltiplicazione per W(t), vista come operatore in H, 
è limitata da A, e pertanto si vede subito che dato b> 0 3a > 0 in- 
dipendente da (F,0,t) tale che 
du 


(2.6) IW(t) 37 Ils bIT(O)U]] + a Jul] 


uu V(6) Su HÉ. ora T(0) è notoriamente 


dove T(0) è l'azione di -e 
una famiglia olomorfa autoaggiunta di tipo A date le nostre ipotesi su 

V (vedasi ad es. Reed-Simon, XIII.10): Pertanto per (2.6) H(F,0,t) è 
chiuso, ha insieme risolvente non vuoto perché p(T(8)) # Ge poiché la 
funzione (F,0,t) + H(F,6,t)u a valori in è intera v (F,6) e f, te 7, 
fissato, H(F,0,t) è una famiglia olomorfa di tipo A per definizione. E' 
inoltre ovvio che H(F,0,t)* = H(F,9,t), e H(F,0,t) = S(6)H(F,t)s(0)". 
Anche l'osservazione (2) è una conseguenza semplice della maggiorazione 
uniforme (2.6). Consideriamo, per ni e (4), il solo caso + perché il 
caso - segue per simmetria. Se 0 € È° s H(F,0,t) genera un semigruppo So 

per (2) e Kato [8], IX.1.18. Per 0 € DI iT ol0) she a genera un se 
migruppo olomorfo di classe H(2Im0,0) A, Teorema IX.1.24). Poiché 
V(0) è, per A.1, bi rispetto a IL, (8) con sup relativo 0,e lo stesso 
vale per W(t) -— x perché (2.6) aviaria vale con Tl0) al posto di 
T(6), Ri (3) segue da (Kato [8], Cor. IX.2.5.), e la (4) si pro 


va esattamente come in Yajima [1], Lemma 2.3 (3). 


La verifica delle condizioni del teorema 2.1 dar parte di 
H(F,6,t) + M è ora immediata. Pertanto possiamo senz'altro stabilire la 


seguente 
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IV-9. 


ni ao 2 
2.4. Proposizione. Sia D = C (Tot) C(T.GH )c K. Per 


Fet,0e DI , ue D poniamo: 


a 


e è Bd 
(2.12) K(F,6)u = H(F,0,t)u- i x! 


(1) Se (F,6) € R, K(F,6) ha chiusura autoaggiunta K(F,8), e 


-1 


(2.13) K(F,6) = s(6)K(F) S(6)7', K(F) = K(F,0), $(6) = S(0) @ I 
(2) Per de b, K(F,6) ha dominio Lit ) Hi H' (7 )® H e rappresenta una 
n) w + 
coppia di famiglie olomorfe di tipo A in (F,6) e {x ORE Inoltre 


AM>0 indipendente da (F,0) nei compatti di $ x è tale che 


+iK(F,0) + M è massimo accretivo. Per è e R: 


(2.14) S(6)K(F,0) SC) = K(F,0 + 6) 


(3) K(F,0) è fortemente continuo in senso generalizzato per Im8440, uni- 


formemente rispetto a (F,z) nei compatti di è x {ze {:+ Imz> M}. 


(4) Se X e 0,(K(F,6)), 0 e î » À è localmente indipendente da 6. 
Se F € R_, Imis 0 perde d s IMAZO sede È, 


Dimostrazione. (1) Siano (F,6) e R. Per 2.3 (6), la famiglia 
di operatori in K definita da (2.11) per ce R, cioè (U(0;F,0)f)(*,t) = 


= U(t,t-0;F,0)f(-,t-0), fe K, è un gruppo unitario. Pertanto per il teo 


rema di Stone {U(0;F,0): o e R} è generato da un operatore autoaggiunto 
L(F,6) in K: 


(2.15) U(0;F,6) S e Î9t(F,8) 
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dipendente da (n,0), n e Z, z nei compatti di bi, tale che 


IA Ternez) |, Iii (T_(0)snw= 2)" [144 (0)(T_(0)ent 2) Thiza 


d si 


( 3 (K(0)-2° Il, 
uniformemente rispetto a 0 € bi come sopra, e questo implica (2.17). La 


Pertanto a z=z(e)e È * tale che |(-i <e 
(2.14) è ovvia. Inoltre, poiché M(T,(8)) = {z € È: arg z= -2 Im0}, sempre 
per la relativa limitatezza del Lemma 2.2 si ha che W = 


= Ù W(H(F,6,t)) C {z: Im z < M} per un qualche 0 < M < +0. 
4 
|F|K+0,0€ ù 


Pertanto W = U W(iK(F,0)) C {z: Re z > -M} e ciò conclude 1a prova 
IF]<+o,0e dI 


di (2). Per far vedere (3), osserviamo che WeKcF,6)-2)7 || s dist (2,6)! 


a 
a valori in K è continua per Im0Y0 vu € D che è un core di K(F,0)|] 


è limitata uniformemente rispetto a 0.€ f*. Poiché la funzione u + K(F,6)u 


l'affermazione segue da Kato [5 , Teor. VIII.1.5].Infine la (4) di 
ragionamenti standard di analiticità per dilatazione: infatti per (2) se 
\ € 04(K(F,0)), A è localmente analitico in 8; per (2.14) dipende solo da 
Im0, ed è quindi costante. Inoltre se $ , w sono vettori analitici per di- 
latazione in K, cioè se le funzioni $(8) = S(0)ò, v(d) = S(0) w da Ù, in 
K sono olomorfe, si ha (per maggiori dettagli si veda Reed-Simon, XIII.10) 
con K(F) = K(F,0) 


(2.20) <ò, (K(F) -2) y> = <ò(0) , (K(F,6)-z)" y(0) 


Per FE R, K(F) = K(F)* da cui la (4). 


Come conseguenza immediata si ha: 


2.5. Corollario. Sia 0 € È: s FE R. Allora la famiglia di 


operatori in K definita dalla (2.11) è il semigruppo di classe © gene- 
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Assumiamo d'ora in poi 0 € } (fisicamente, questo equiva- 
le a prendere b° come sheet fisico sul piano z complesso). Ricordiamo ino] 
tre che 04 (7 (0) è indipendente da 6, e, se A è autovalore di T(6), allo 
ra ImX< 0 e X + nw è autovalore isolato di K(6). 

Possiamo pertanto enunciare il risultato che caratteri zza 
l'operatore di Floquet e alcune delle sue proprietà spettrali per la equa 


zione di Schròdinger in esame. 


2.7. Proposizione. Sia ) e og(7(8)), con molteplicità alge- 


brica mo). Allora 3 F(X) > 0 tale che, per |F| < F(2): 


(1) Siano X + n, ws n; e Zzj=1,.. 1, gli autovalori di T(6) di molte- 


plicità algebrica m,(A) che differiscono da X di multipli interi di », 


J 
esia N(A) =} m(A). Allora 3 N(A) autovalori x (PF). xy (F) di 


K(F,8) (contati secondo la loro molteplicità) tali che x; (F) + \ per 


|F] +0, i = 1,... N. Se N(A) = 1 (vera per q.0. w se mo) = 1) l'u 


nico a.v. do E (F) = X + nw è olomorfo a F = 0 e ammette pertanto 


sviluppo in serie delle perturbazioni di Rayleigh-Schròdinger avente 


raggio di convergenza > 0. 


(2) Ogni a.v. A(F) di K(F,0) è una risonanza di K(F) nel senso standard 


della dilatazione analitica (Reed -Simon, XIII.10). 


(3) Ogni a.v. A(F) genera una soluzione quasi-periodica dell'equazione 
di Schròdinger H(F,6,t) = i 2 nel senso seguente: sia Fe R, e 
K(F,0)f = A(F)f , f e D(K(F,6)). Allora f = f(-,t) € C(T,38) e 


ap = w risolve l'equazione H(F,0,t)y = i de, 


f(-,t) = eiA(FI(t-5) U(t,5;F,9)f(*.s). 


In particolare U(s+27/%,5;F,0)f(*,s) = e (2n/0)14(F) 


f(.5). 
Viceversa se U(s+2T/w, s,F,0)d(-,5) = e MAMMA) he), allora 
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(2. 26) e,(t) = e 
La teoria delle perturbazioni è degenere nel caso B perché 
la molteplicità di XA come autovalore di K(6) è 2. Nel caso A indichia- 
mo con $(6)e Me, $(0) = è, l'autovettore di T(8) corrispondente a \; 
nel caso B, denoteremo con d,(9), 9, (0) = 9,5 9,(9), $,(0) = da gli au 
tovettori corrispondenti a A, X+ w. Pertanto gli autovettori non pertur 
bati di K(0) saranno è, = d( )@ €; nel caso A, d,,2 = d,200) ® 
caso B. Denotiamo infine con {E(u): u = inf o(T)} la misura spettrale di 


T e poniamo R(nw,\,0) = (T(e) aa), n=t+ 1, +2,.. Si ha allora (per 


e.4 nel 


la dimostrazione, si veda (2)). 


2.8. Proposizione. Supponiamo che valga il caso A, e sia 


1=0 


(1) C. (01) non dipende da A e Co; s1 


(2) Sia A + nw < 0. Allora Im C 


(+) 0 . j = 


2 (0) =0, O0<ciîi< n. 


(3) Sia n(\) il minimo intero per cui \ + nw > 0. ATlora 


(2.27) Im C, (A,4w) = -n < der, 
u ì 


2n d(,03A,0),$(N,w,A,0) 
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e pertanto Im Cone) < 0 = ImA(F) < 0 q.d. in. a meno che non sia 


identicamente nulla. Qui: 
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Si ha allora: 


3.1. Proposizione. Supponiamo che V soddisfi A. 2, sia Fe R, 


U(t,s;F) = U(t,s,F;0 = 0) sia il propagatore dell'equazione di Schròdin- 
ger (1.1). Allora: 


(1) Nel caso A della Prop. 2.8 


-iA(F)(t-s) 


(3.2) <U(t,s,F)p,ò > = e + O(F) , F+0 uniformemente in 


Età>#5 
(2) Nel caso B della Prop. 2.8 


(3.3) <U(t,5;F)6, sg date (PESI a AZAFIE-S)) Lote), FÒ0 


(3.4) <U(t,5;F)9,39p>= 1 eri (P)(t-5) 


uniformemente in + t > + s. 


Daremo in seguito un cenno alla dimostrazione che è basata 
sul ragionamento di interpolazione di Kato che ora ricorderemo. Limitia- 
tmoci per il momento ad osservare che 1a (3.4) esprime il fenomeno di 0- 
scillazione forzata risonante. 


3.2. Lemma (Kato). Siano f, ge LP (R 
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). Allora (t > 0) 


(6.5) IFe "Sg 61, s HIFI Nome? 1 


cioè l'operatore f sg 9 » t>.0, dove fe g sono interpretati 


; là IE 6 Tie x A , 2 2 
come operatori massimi di moltiplicazione, è continuo da 
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3.3. Corollario. Il risolvente R(z,T) = (T - 2)! = 


= (44V- a! 


tinui per Im z J+ 0. 


» olomorfo da f$ WR, U {0} a 5, ha valori al contorno con 


Dimostrazione (cenno). Poiché sotto le nostre ipotesi lo svi 


luppo di Neumann è convergente, possiamo scrivere, per |Im z|> M, M suff. 


grande: 


(3.7) R(z,T) = (-4- d'la av! /2 ivj!/2 bea! 4% 


1/2 


= (esa + (aa) 18/2 (-a 971 |V]1/2901 vI/2 (agi 


1/2 


Per quanto visto sopra [1 + V (-a-2) 7! |y]!/3 è olomorfo da .f#R,U{0} 
2 


a B(L) e ha valori al contorno continui vz € R. U{0} perché -A+/ non ha 
autovalori ivi; con un ulteriore passaggio tecnico ché:qui non esponiamo 
si possono controllare anche i fattori laterali, e quindi si può-prendere 


il limite per Im z+4+0 in B(LÎ). 


Osserviamo ora che, denotando con fe, t 20} il semi- 
gruppo di classe LA generato da i T, per la formula d'inversione della 


trasformata di Laplace si ha, se u,ve La 


e +0 -it(A+in) . 
(3.8) <e tel pu va A e <R(A+in,T)u,v>dA 


= 0 


da cui si potranno ottenere limitazioni uniformi in t per il 1° membro 


se si riesce a controllare 
+00 


lim || R(A+iîn,T)||dA 
nè+ 0 = 


Inserendo la rappresentazione (3.7) in (3.8), poiché 
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nucleo permette l'applicazione del ragionamento di interpolazione di Ka 


‘to, e si ottiene così l'analogo del Lemma 3.2 per v(e)/°(x_(F,0)-2) “|v(0)]!/2. 
+0 


2 E° 
Inoltre, con la stessa tecnica che controlla su f IN/?(-a-x+in) !| di, 


n20 
logo della (3.7) è banale. 
Tenendo conto che X(F) è a.v. di K(F,6) diventa poi facile 


verificare (3.2), (3.3), (3.4). 
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